Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka

Komentarz do wyktadu z 5. marca
Zadania

1. Prosty dowéd réwnosci E(aX + b) = aE(X) + b.
Zachodzg réwnosci:

/Rf(:v) dr =1, E(X) :/R:L‘f(:(;) dz.

Jest zatem E(aX +b) = /R(aa:—kb) f(z) d:c:a/Ra:f(x) dx—i—b/Rf(x) dr = aE(X) +b.

Mozna powiedzie¢ ogélniej: jezeli Y = g(X), to E(Y) = E(g(X)) = / g(z) f(x) dz.
R

2. Definicja dystrybuanty zmiennej losowe;j.

Definicja 1. Niech X bedzie zmienng losowq. Dystrybuantq Fx (t) nazywamy funkcje okreslong jako
Fx(t) = P(X < t).

Jezeli wiadomo o jakiej zmiennej losowej méwimy, to uzywamy oznaczenia F'(t). W wypadku dys-

kretnym Fx (¢ Z pi, w wypadku zmiennej typu ciagtego Fx(t / f(x)dx.
x; <t

3. Nawiazujac do wypadku ciaglego i dystrybuanty F(t) powolajmy sie na tzw. ”pierwsze gléwne
twierdzenie rachunku catkowego”.

Twierdzenie 1. .
Funkcja f(z) jest calkowalna na zbiorze R. Niech F(t) = / f(z) dz. Jest wowczas:

(a) funkcja F(t) jest ciggla w R,
(b) funkcja F(t) jest rézniczkowalna w kazdym punkcie t cigglosci funkcji f(t), i w tychze punktach
jest F'(t) = f(t).

Z czysto praktycznego (obliczeniowego) punktu widzenia interesuje nas podpunkt (b).

4. Dodatkowy przyklad na zamiane zmiennych (czyli komentarz do zadania L1.6).
Wezmy pod uwage funkcje f(x,y) = zy na obszarze [0,2] x [0, 1]. Sprawdzamy na poczatek, ze
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Wprowadzmy nowe zmienne S = X +Y, T'= X — Y. Przeksztalcenie odwrotne to X = oraz
S—-T
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Zauwazmy tez, ze (pochodna funkcji odwrotnej to odwrotnosé pochodnej wyjéciowej funkcji)
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Mamy wiec dwa elementy dla funkcji f(z(s,t),y(s,t)):



2 _ t2
(a) g(s,t) = fla(s, 1), y(s,1)) = ——,
(b) |Jay| =

Do okreslenia pozostaje jeszcze znalezienie obszaru catkowania. Wprawdzie s € [0, 3], ¢t € [—1, 2] ale
= ((s,t) €0, 3] x [-1,2]). Narysunku ponizej zaznaczono obszary catkowania dla funkcji f(z,y), g(s,1).
Rozpoczynamy od stwierdzenia, ze s € [0, 3]. Dla ustalonego s nalezy znalezé przedzial zmiennosci
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dla t. Wéwczas przejdziemy do obliczenia calki / / g(s,t)|J| dt ds. Symbole [(s),h(s) ozna-
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czaja granice catkowania po zmiennej ¢ przy ustalonej wartosci s.
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O<y<l’ | 0<st<l’ ) s=2 <t< s
]

W podsumowaniu: dla ustalonego s € [0,3] jest ¢ € [max{—s,s — 2}, min{4 — s, s}]. Pod calka
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dt ds, natomiast calki oznaczone sa nastepujace
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wystepuje wyrazenie
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